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расчёта сверхбольших задач газовой динамики в
трёхмерной постановке на гетерогенных

(супер)компьютерах

Аннотация. В данной работе представляется программный комплекс для
численного моделирования трехмерных задач газовой динамики. В каче-
стве математической модели выбраны уравнения Эйлера невязкого газа,
дополненные уравнениями, описывающими мультикомпонентность среды.
Рунге-Кутты разрывный метод Галеркина (RKDG метод) используется для
численного решения получаемой системы уравнений. Алгоритмом реали-
зации рассматриваемой численной схемы для расчёта на мультипроцес-
сорных гетерогенных компьютеров служит алгоритм DiamondTorre, при-
надлежащий к семейству локально-рекурсивных нелокально-асинхронных
(LRnLA) алгоритмов. В их основе лежит идея пространственно-временной
декомпозиции расчётной области с учётом графа зависимостей численно-
го шаблона. Алгоритм обладает свойствами повышенной интенсивности
вычислений, а также эффективной параллельностью. Разработанный про-
граммный комплекс, получивший название D

T
G, открывает доступ к ре-

шению задач с размерами области порядка 108 − 109 ячеек на одном ПК с
видеокартой, и в несколько порядков раз больше при использовании супер-
компьютерных вычислительных мощностей, так как алгоритм имеет хоро-
шую «слабую масштабируемость».

Ключевые слова и фразы: вычислительная газодинамика, метод RKDG, вычисления на
GPU, CUDA программирование, MPI, эффективные реализации численных методов, алго-
ритмы LRnLA, алгоритм DiamondTorre.
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Введение

Данная работа посвящена математическому моделированию сверх-
больших задач газовой динамики с использованием современных чис-
ленных методов, суперкомпьютерных вычислительных мощностей и
специальных алгоритмов реализации численных методов на таких
ЭВМ. Под «сверхбольшими» задачами мы понимаем задачи в полно-
стью трехмерных постановках и с числом узлов по каждой простран-
ственной оси вычислительной области порядка 103 и более. Сетки с
адаптивным разбиением в данной работе не рассматриваются. Та-
кие размеры вычислительной области необходимы (и не всегда до-
статочны) для адекватного моделирования актуальных задач газо-
вой динамики с учетом ударных волн в мультикомпонентных средах.
Разрабатываемый комплекс планируется использовать для решения
именно таких задач, например, задач о взаимодействии ударных волн
с неоднородностью в газе, но специально не ограничиваясь ими.

Задачи такого типа исследованы со стороны вычислительной ма-
тематики, и для таких задач разработаны эффективные численные
методы: явные методы высокого порядка аппроксимации, не осцил-
лирующие на особенностях решений — ударных волнах и контактных
разрывах. В данной работе используется разрывный метод Галёрки-
на (RKDG метод [1]), авторов привлекает его достойные вычисли-
тельные характеристики вкупе с достаточно простой для понимания
численной схемой.

Акцент на использовании суперкомпьютеров сделан по причине
того, что задачи заявленных размеров (порядка 108–109 и более)
практически не поддаются расчёту на менее мощных машинах. Тем
не менее, бурный рост производительности процессоров, а особенно
графических процессоров, до значений 1012–1013FLOPs по пиковой
производительности передовых GPU, даёт право как минимум сде-
лать такого рода расчёты менее «эксклюзивными», приблизив, та-
ким образом, инженерную применимость численного моделирования
в рассматриваемой постановке. Авторами проведено подобное иссле-
дование в [2], одним из основных результатов которого была серия
расчётов задачи о взаимодействии пузырька с ударной волной на сет-
ке 1024× 512× 512 на персональном компьютере с, как говорят, «иг-
ровыми» характеристиками (достаточными для запуска современных
видеоигр и комфортной игры в них), оборудованным 32Gb оператив-
ной памяти и видеокартой NVidia GTX Titan. Расчёт одной задачи
занимал несколько суток машинного времени. В данной работе рас-
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сматривается развитие данной методики, а именно, строится супер-
компьютерная реализация вычислительного алгоритма на основе [2].

Алгоритм, имеющий название DiamondTorre, использует расчёт
на GPU в «вычислительном окне», когда как вся задача хранится в
оперативной памяти CPU, которая обычно в несколько раз более вме-
стительная. Используется пространственно-временная декомпозиция
на «башни» (torres, ит.), каждая из которых имеет в основании ромб
(diamond, англ.). В трехмерном пространстве выделяются векторизо-
ваная ось (Z), синхронная ось (X) и асинхронная ось (Y). «Распарал-
леливание» по вычислительным узлам кластера может происходить
по осям X и Y, причём по оси X строится также пространственно-
временная декомпозиция, а по Y — стандартный геометрический па-
раллелизм. Используются технологии CUDA для программирования
GPU и MPI для работы с распределенной вычислительной системой.
Предлагаемое рабочее название программного комплекса D

T
G пред-

ставляет собой совокупность первых букв DG в численном методе и
DT в алгоритме.

Проводятся результаты тестирования производительности алго-
ритма. Особый интерес представляет эффективность решения боль-
ших и сверхбольших задач, масштабируемость алгоритма, а также
доля реально достигнутой производительности в сравнении с теоре-
тически возможной, исходя из пиковой производительности вычис-
лительных устройств.

1. Численный метод

Поведение газа в процессах, когда влияние вязкости пренебрежи-
мо мало, описывается системой уравнений Эйлера. Запишем её в так
называемом дивергентном виде

𝜕U

𝜕𝑡
+

𝜕F𝑗(U)

𝜕𝑥𝑗
= 0,(1)

U = (𝜌, 𝜌𝑢𝑖, 𝐸)𝑇 — консервативные переменные (плотность, количе-
ство движения в единице объема, энергия в единице объема). F𝑗(U) =
(𝜌𝑢𝑗 , 𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑝𝛿𝑖𝑗 , (𝐸 + 𝑝)𝑢𝑗)

𝑇 — эйлеровы потоки. Система становит-
ся замкнутой при добавлении уравнения состояния газа, функцио-
нально связывающего внутреннюю энергию, давление и плотность,
например, 𝜀 = 𝜀(𝑝, 𝜌).

Будем решать эту систему в трёхмерной области Π ∈ R3 с задан-
ными начальными и граничными условиями.
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1.1. Пространственная дискретизация

Вводим разбиение области Π ячейками 𝑆𝑝, 𝑝 = 1, . . . , 𝑁 ,
⋃︀𝑁

𝑝=1 𝑆𝑝 =

Π, 𝑆𝑝 ∩ 𝑆𝑞 = ∅, 𝑝 ̸= 𝑞. Приближенное решение Uℎ в каждой 𝑆𝑝 пред-
ставим в виде разложения

Uℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑛(𝑡)𝜙𝑛(𝑥)(2)

по базисным функциям конечномерного пространства 𝑉𝑝 = {𝜙𝑛(𝑥𝑖)}𝑘𝑛=1

размерности 𝑘. Коэффициенты 𝑢𝑛(𝑡) = [𝑢1
𝑛(𝑡), . . . , 𝑢

5
𝑛(𝑡)]

T зависят толь-
ко от времени.

Подставив (2) в (1), поставив для невязки условие ортогонально-
сти базисным функциям, и воспользовавшись теоремой Гаусса, мож-
но получить следующую систему обыкновенных дифференциальных
уравнений для определения неизвестных 𝑢𝑛(𝑡) в каждой ячейке

�̇�𝑛

∫︁
𝑆𝑝

𝜙𝑛𝜙𝑚𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑆𝑝

F𝑗(Uℎ)𝜙𝑚𝑛𝑗𝑑Σ−
∫︁
𝑆𝑝

F𝑗(Uℎ)
𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑉 = 0,(3)

Функция F𝑗(Uℎ), вообще говоря, не определенная при 𝑥 ∈ 𝜕𝑆𝑝,
доопределяется как функция ℎ𝑗(𝑥𝑖𝑛𝑡, 𝑥𝑒𝑥𝑡), зависящая от предельных
значений функции Uℎ слева и справа от грани, по которой соприкаса-
ются ячейки, и определяется тем или иным способом, например, как
точное или приближённое решение задачи Римана [3]. После этого
получим

�̇�𝑛

∫︁
𝑆𝑝

𝜙𝑛𝜙𝑚𝑑𝑉 +

∫︁
𝜕𝑆𝑝

ℎ𝑗(Uℎ(𝑥𝑖𝑛𝑡),Uℎ(𝑥𝑒𝑥𝑡))𝜙𝑚𝑛𝑗𝑑Σ−(4)

−
∫︁
𝑆𝑝

F𝑗(Uℎ)
𝜕𝜙𝑚

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝑉 = 0,

Интегралы в (4) заменяем квадратурными формулами. Данная
система представима в виде, разрешенном относительно старшей про-
изводной

�̇� = 𝐿𝑢(5)
𝑢(0) = 𝑢0
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1.2. Временная дискретизация

Систему (5) будем решать явным методом Рунге-Кутты, приме-
няя на каждой стадии специальный ограничитель-монотонизатор.

(1) 𝑢0 = ΛΠℎ𝑃 (𝑢0)
(2) ∀𝑛 = 0, . . . ,𝑀 − 1:

∙ 𝑢(0) = 𝑢𝑛

∙ ∀𝑖 = 1, . . . ,𝐾 + 1 : 𝑢(𝑖) = ΛΠℎ

{︁∑︀𝑖−1
𝑙=0 𝛼𝑖𝑙𝑢

(𝑙) + 𝛽𝑖𝑙Δ𝑡𝑛𝐿(𝑢(𝑙))
}︁

;

∙ 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝐾+1

ΛΠℎ — специальный ограничитель-монотонизатор, необходимый
при расчёте разрывных течений для устранения нефизических ос-
цилляций на разрывах. Результат действия ограничителя зависит от
значений базисных коэффициентов в рассматриваемой ячейке и зна-
чений её соседей по граням.

В данной работе используется численный метод RKDG второго
порядка по пространству и времени, численный поток HLLC [3] и
ограничитель градиента типа 𝑚𝑖𝑛𝑚𝑜𝑑 [1].

2. Вычислительный алгоритм

В данной работе применяется алгоритм DiamondTorre [2]. Рас-
чёт задачи с помощью него удобно представить себе как заполнение
вычислительной области башнями. Схема такого заполнения пред-
ставлена на рисунках 1(a) и 1(b). Суть каждого кирпичика башни с
координатами (𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝑡𝑘) — выполнение части расчёта по численной
схеме по всему отрезку (𝑥𝑖, 𝑦𝑗 , 𝛼𝐿𝑧, 𝑡𝑘), 𝛼 ∈ [0, 1], векторизованно-
му с помощью CUDA-тредов, — это может быть выполнение стадий
Рунге-Кутты или ограничения градиента. На рисунке 1(a) они обо-
значены 𝑅1, 𝑅2, 𝐿1 и 𝐿2 соответственно. Будем считать координа-
тами башни координаты её левого нижнего кирпичика в плоскости
𝑥𝑡. Параметр 𝐹 ≥ 1 определяет, сколько шагов по времени рассчиты-
вается при одной итерации алгоритма. В плоскости 𝑥𝑡 каждая баш-
ня строится снизу вверх по оси 𝑡, а по 𝑥 — в сторону её наклона
(для конфигурации, как на рисунке 1, — по возрастанию 𝑥). На каж-
дой итерации алгоритма заполнение области в плоскости 𝑥𝑦 (рисунок
1(b)) идёт справа налево, начиная от правой границы по 𝑥, и на каж-
дом 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 0, . . . , 𝑁𝑥− 1 башни строятся через одну по оси 𝑦, при
этом если при 𝑥 = 𝑥𝑖 строились башни только на чётных 𝑦, то при
𝑥 = 𝑥𝑖−1 строятся башни только на нечетных 𝑦. В результате все
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башни, имеющие одну координату 𝑥 (на рисунке они раскрашены в
один цвет), во время каждой итерации могут выполняются асинхрон-
но в CUDA-блоках. Во время расчёта с помощью данного алгоритма,
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Рис. 1. Алгоритм DiamondTorre: (a) отображение в плос-
кости 𝑥𝑡, (b) отображение в плоскости 𝑥𝑦, (c) — органи-
зация обменов данными между GPU и CPU

для хранения дополнительных данных при вычислении 𝑅1, 𝑅2, 𝐿1
и 𝐿2 требуется массив размером не более 5𝐹 + 1 по координате 𝑥.
Эти данные гранятся на GPU. В силу того, что ширина массива го-
раздо меньше ширины расчётной области, память используется более
эффективно. Особо хотелось бы подчеркнуть, что объем обмена дан-
ными по построению независим от высоты башни. Таким образом,
варьируя этот размер, удается понизить негативное влияние такого
обмена на темп счёта.

В частности, с помощью разработанного программного комплек-
са на основе численного метода RKDG и алгоритма DiamondTorre
оказалось способным рассчитывать задачи типа ”bubble-shock inter-
action” [4] размером 512 × 512 × 1024 ячеек на персональном ком-
пьютере [2]. Результаты вычислений иллюстрированы на рисунке 2.

3. Тестирование производительности

3.1. Эффективность использования GPU

Сперва проведем оценку производительности алгоритма на од-
ном узле или ПК с разными GPU. В следующем тесте исследуется,
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Рис. 2. Примеры численных решений

как зависит производительность вычислений от размера окна вычис-
лений. Разамер области фиксирован и составляет 512 × 512 × 1024
ячеек. Варьируется количество «этажей» в «башне», а вместе с ним
и размер вычислительного окна, и строится зависимость производи-
тельности счёта в миллионах ячеек в секунду на одну итерацию по
времени от размера окна вычислений. На рисунке 3 показаны резуль-
таты такого тестирования. Можно отметить несколько тенденций: во-
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Рис. 3. Зависимость производительности вычислений от
размера «окна» для разных GPU

первых, скорость вычислений растет с размером окна. Это легко объ-
яснить, если вспомнить, как организован обмен данными между GPU
и CPU (рисунок 1(c)): вне зависимости от размеров окна происходит
лишь пара обменов между памятью видеокарты и оперативной па-
мятью компьютера, то есть потери на обмен — фиксированы, а доля
полезных вычислений растет с ростом размеров окна. К сожалению,
размер окна ограничен сверху величиной глобальной памяти видео-
карты. Видно, что для некоторых карт размера глобальной памяти
видеокарты достаточно, чтобы рассматриваемся зависимость вышла
на асимптоту, то есть достигается максимальный уровень производи-
тельности для алгоритма при данных условиях.
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Рис. 4. Максимально достигнутый темп счёта для раз-
ных GPU

На рисунке 4 отложена максимально достигнутая в тестировании
производительность счёта. Учитывая тот факт, что на одну ячей-
ку требуется около 105 операций с плавающей точкой, как следует
из данных профилировщика nvprof и аналитических соображений,
можно вычислить абсолютную эффективность алгоритма как отно-
шение реально достигнутого темпа счёта к теоретически возможному.
Оказывается, что этот показатель составляет в лучших случаях до
30−40%, что, однако, является весьма и весьма высоким результатом.

3.2. Эффективность использования суперкомпьютера

Приступим к исследованию эффективности масштабируемости
данного алгоритма на множество вычислительных узлов. Далее все
тестирования проводятся на суперкомпьютере К100 Института при-
кладной математики им. М.В. Келдыша. Каждый узел кластера K-
100 содержит три видеокарты Tesla C2050 c 448 ядрами каждая [5].
Всего доступно для 64 узла кластера. В тестах 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 ≤ 32.

Рассматриваются два стандартных теста — тест на «слабую» мас-
штабируемость, при котором проявляется поведение алгоритма при
расчёте задачи очень больших размеров на большом числе узлов, и
тест на «сильную» масштабируемость, когда для задачи заданного
размера проверяется, какой выигрыш в производительности может
дать её решение на суперкопмьютере.

Сперва рассмотрим «слабую» масштабируемость алгоритма, то
есть вычислим зависимость производительности вычислений от чис-
ла узлов при запуске задачи пропорционального числа узлов размера.
Возьмем вычислительную область размером 1024 × 64𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 × 1024,
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где 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 — число используемых узлов кластера. На рисунке 5(a) от-
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Рис. 5. Результаты weak (слева) и strong (справа) scaling
алгоримта на К-100

ложен график зависимости производительности счёта в зависимости
от используемого числа узлов в рассматриваемой постановке. «Иде-
альный» случай линейного масштабирования без потерь отложен зе-
леной линией, результаты реальных тестов — линией с точками. Вид-
но, что результаты теста показывают очень хорошую «слабую» мас-
штабируемость алгоритма.

Следующий тест — это так называемая сильная масштабируе-
мость, когда мы запускаем задачу одних и тех же размеров на разном
количестве узлов. В качестве исходной задачи возьмем постановку, на
которой мы исследовали производительность GPU на одном узле, а
именно 1024×512×512 узлов. На рисунке 5(b) отложен график зави-
симости производительности счёта в зависимости от используемого
числа узлов в рассматриваемой постановке. «Идеальный» случай ли-
нейного масштабирования без потерь также отложен зеленой линией,
результаты реальных тестов — линией с точками. Обыкновенно, рост
производительности не является линейным, и претерпевает насыще-
ние начиная с некоторого числа узлов. Можно заметить, что в данном
тесте насыщение наступает при 𝑁𝑛𝑜𝑑𝑒𝑠 ≈ 32.

4. Заключение

Рассмотрен программный комплекс для численного моделирова-
ния задач газовой динамики на гетерогенных суперкомпьютерах на
основе численного метода RKDG и алгоритма DiamondTorre. При-
ведены результаты тестирования производительности алгоритма на
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ПК и суперкомпьютере К-100, показывающие, что возможен расчёт с
производительностью до 108 ячеек в секунду на ПК и более 109 ячеек
в секунду на К-100. Такие показатели дают возможность полагать,
что с помощью данного солвера можно получать численные решения
задач газовой динамики с ударными волнами с недоступной ранее
точностью.
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