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С использованием нестандартной меры обусловленности симметричных положительно определенных 

матриц, вводится новая мера качества матриц сжатого измерения. В случае, когда матрица сжатого 

измерения является нормированным жестким фреймом, для этой меры качества строится нетривиальная 

нижняя оценка, зависящая только от размеров матрицы и ее подматриц. Обсуждается связь полученной 

оценки с известными результатами теории сжатого измерения, а также возможное применение ее следствий 

для построения и анализа матриц сжатого измерения. 

 

Построение и анализ прямоугольных матриц специального типа является главной 

проблемой в теории и практике методологии сжатого измерения (Compressed Sensing) [1]-

[3]. Рассматриваемая область исследований связана, например, с важными приложениями 

в области цифровой обработки сигналов (оптических, томографических, радарных и т.п.). 

Мы вводим и анализируем аналог свойства ограниченной изометрии матрицы (Restricted 

Isometry Property, RIP), которое используется для теоретического обоснования алгоритмов 

сжатого измерения. Главным требованием к nm -матрице сжатого измерения 

]|...|[ 1 naaA  является достаточно выраженная линейная независимость ее столбцов. 

Формально, возникает необходимость количественной характеризации степени линейной 

независимости столбцов любой km -подматрицы ]|...|[
1 kjjJ aaA , где },...,{ 1 kjjJ  и 

njj k...1 1 , причем желательно использование как можно больших значений k. 

Подчеркнем, что количество всех таких подматриц равно k

nC , что делает невозможным 

(для требуемых размеров матриц) исчерпывающую прямую проверку каких-либо условий. 

Наиболее типичным предположением относительно A, см., напр., [1], является 

свойство ограниченной изометрии, требующее, чтобы для всякого разреженного n-вектора 

y с числом ненулевых компонент, не превосходящим k, при некотором 1)(0 k  

выполнялись неравенства )(1)(1
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kyAyk . Таким образом, для 

спектрального числа обусловленности любой kk -матрицы 
JJ AA , определяемого через 

ее крайние собственные значения как )()()( minmax JJJJJJ AAAAAAС , должна 

соблюдаться оценка сверху вида ))(1())(1()( kkAAС JJ . (Через A
*
 обозначается 

матрица, полученная из A транспонированием и комплексным сопряжением.) 

К настоящему времени, для размеров матриц и их соотношений ( 1mn ), 

представляющих практический интерес, неизвестны ни способы быстрой оценки величин 



типа )(max || JJkJ AAС  или )(k  для заданной матрицы A, ни способы построения матриц 

A, гарантирующие какие-либо удовлетворительные границы для  этих величин при 

)( 1mOk , где  10 . Существующие оценки такого рода носят лишь 

вероятностный характер. В докладе рассматриваются детерминистские оценки, для чего 

предлагаются критерии качества А иные, чем RIP-условие.  Tакже представлена нижняя 

граница для величины )(k , зависящая только от k, m и n, сопоставимая с известными 

результатами вероятностного анализа. 

Наряду со спектральным числом обусловленности матрицы 
JJ AA , предлагается 

использовать К-число обусловленности [4], которое вводится соотношением 
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JJJJ AAAAkAAK . Предполагается, что матрица A является 

нормализованным (
nIAA )(Diag ) жестким фреймом (

mImnAA )/( ) (Unit Norm Tight 

Frame, UNTF).  Главный результат формулируется следующим образом:  

Теорема 1. Для любой nm -матрицы A, где m < n, удовлетворяющей условиям 
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Заметим, что при k=2 результат Теоремы 1 совпадает с известной границей Уэлча 

(Welch bound) [5]. Связь с известными результатами, полученными в терминах RIP-

свойства и )(k , установлена в [11]: 
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Переписав полученную оценку как 

n
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видим, что она хорошо согласуется со стандартными вероятностными оценками  типа  

m

n
mkСk log)( 2  

(см., напр., [1]), отвечающими использованию случайных матриц сжатого измерения.  

Помимо теоретических выводов, из Теоремы 1 непосредственно следует критерий 

оптимальности матрицы сжатого измерения, заключающийся в требовании выполнения в 

(1) равенства вместо нестрогого неравенства, что позволяет определить класс «k-

равнобъемных жестких фреймов».  При k=2 этому требованию отвечает в точности класс 

ETF-матриц, т.е., равноугольных жестких фреймов (Equiangular Tight Frames) [6]-[10]. 



Определяющим свойством ETF-матриц является то, что модули всех внедиагональных 

элементов соответствующей матрицы Грама AA  равны своему минимально возможному 

значению 2/1)))1/(()(( mnmn . При k>3 , возможно, нельзя рассчитывать на 

существование матриц такого вида, однако введенное условие равнообъемности может 

быть ослаблено по аналогии с обобщениями ETF-матриц, рассмотренных в [8], [10]. 
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