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Эффективное применение пакетов дискретной
оптимизации в облачной инфраструктуре на
основе эвристической декомпозиции исходной

задачи в системе оптимизационного
моделирования AMPL

Аннотация. Пусть процесс поиска решения в некоторой задаче дискрет-
ной оптимизации пакетом, реализующим алгоритм ветвей и границ, зани-
мает определенное время. Можно ли ускорить решение той же задачи если
нам доступна вычислительная среда, где можно запустить несколько од-
новременно работающих «экземпляров» того же пакета оптимизации? В
докладе рассматривается способ получить заметное ускорение для пакетов
с открытым кодом в виртуальной многопроцессорной вычислительной сре-
де. В основе подхода: 1) предварительная декомпозиция исходной задачи
на несколько подзадач путем фиксации целочисленных (булевых) значений
части дискретных переменных, выбираемых согласно некоторому эвристи-
ческому правилу, реализованному в форме программы на высокоуровневом
языке оптимизационного моделирования AMPL; 2) одновременное решение
полученных подзадач экземплярами того же пакета, с добавленной воз-
можностью обмена найденными рекордными значениями целевой функции.
Предлагаемый подход привлекает относительной простотой программной
реализации и демонстрируется на примерах решения задачи коммивояжера
и составления расписаний назначения работ исполнителям.

Ключевые слова и фразы: дискретная оптимизация, метод ветвей и границ, предвари-
тельная эвристическая декомпозиция.

Введение

Для решения трудоемких задач дискретной оптимизации широ-
кое распространение получили комбинаторные методы, среди кото-
рых наиболее часто встречаются методы ветвей и границ (МВГ).
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Рис. 1. Принцип реализации «мелкозернистой» схемы
МВГ в РВС

МВГ можно представить в виде процесса последовательного разби-
ения множества допустимых решений на подмножества с последую-
щим отсечением не содержащих оптимальное решение подмножеств.
Его реализация требует обхода некоторого дерева поиска, динамиче-
ски формируемого в ходе работы алгоритма некоторым координиру-
ющим процессом (процессором). Каждому узлу (n) дерева соответ-
ствует: 1) некоторая дискретная подзадача S(n), полученная из ис-
ходной в результате фиксации значений части целочисленных пере-
менных; 2) вспомогательная «непрерывная» (оценочная) подзадача
B(n), полученная из подзадачи S(n) ослаблением условий целочис-
ленности. Работа алгоритма может существенно зависеть от поряд-
ка выбора узлов дерева (правил его обхода). Традиционно, ускоре-
ние работы МВГ достигается за счет применения механизма парал-
лельных вычислений. Обычно речь идет о сочетании двух приемов:
1) параллельная обработка очереди оценочных подзадач некоторым
пулом солверов; 2) выделение дискретных подзадач S(n) для отдель-
ной обработки свободным координирующим процессом (рисунок 1).
Программная реализация такого «мелкозернистого» подхода обычно
осуществляется на основе низкоуровневых программных технологий
параллельных вычислений (MPI, OpenMP) и требует значительных
трудозатрат квалифицированных программистов.

Существует также крупноблочная (или крупнозернистая, или
конкурентная) схема распараллеливания метода ветвей и границ [1].
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Рис. 2. Принцип реализации «крупноблочной» схемы
МВГ в РВС

В ее основе — параллельное решение предварительно сформирован-
ного набора подзадач с обменом информацией о найденных (в ходе
решения подзадач) значениях целевой функции на допустимых реше-
ниях (т.н. рекордах). При таком подходе полученные подзадачи мо-
гут решаться различными вариантами метода ветвей и границ (поиск
«в ширину» или «в глубину» дерева ветвлений, различные эвристи-
ки выбора следующей вершины и т.п.). Распараллеливание на этом
уровне меняет весь алгоритм в целом, и работа, производимая па-
раллельной версией, порой существенно отличается от работы, про-
изводимой последовательной версией: возможно, некоторые ее части
вообще не считаются одной из версий, но считаются другой и наобо-
рот. Несколько активных подзадач могут обрабатываться одновре-
менно, каждая в своем, отдельном процессе. Если один из процессов
находит допустимое решение, то соответствующее значение целевой
функции может быть разослано остальным процессам, что позволит
им, в принципе, существенно ускорить работу, за счет отбрасывания
заведомо «неоптимальных» частей исходной задачи. Подобный под-
ход обсуждается в литературе [1–3], но широкого применения пока
не получил.

В данной работе представлена реализация крупноблочной схемы
распараллеливания метода ветвей и границ для частично-целочис-
ленных задач оптимизации (рисунок 2). Данная реализация обеспе-
чивает запуск подзадач на некотором предварительно заданном мно-
жестве хостов и обмен рекордами между процессами, решающими
подзадачи. В основе реализации лежит использование существующих
пакетов оптимизации с открытым исходным кодом, а именно CBC и
SCIP. Представленная система требует предварительного разбиения
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исходной задачи на подзадачи. Пользователь может самостоятельно,
основываясь на собственных знаниях о задаче, реализовать алгоритм
разбиения, например, средствами языка оптимизационного модели-
рования AMPL.

Указанная система была апробирована на двух задачах:

∙ классической задаче коммивояжера;
∙ о составлении расписания для минимизации времени обработки

очереди заданий разной трудоемкости пулом исполнителей раз-
личной производительности.

Обе указанные задачи были сформулированы в виде задач линей-
ного программирования с частично-булевыми переменными (MILP).
(«Рецепты» сведения различных задач дискретной оптимизации к
задачам MILP можно найти в учебном пособии [4])

1. Сведения о задаче коммивояжера

Рассмотрим граф с множеством вершин 𝑉 = 1 : 𝑛 (занумерован-
ных от 1 до 𝑛). Пусть каждая пара вершин (𝑖, 𝑗) соединена ребром
длины 𝑑𝑖𝑗 . Требуется найти гамильтонов путь с наименьшей сум-
марной длиной ребер. Для каждой пары вершин (𝑖, 𝑗) введем буле-
вую переменную 𝑥𝑖𝑗 , которая принимает значение 1, если ребро (𝑖, 𝑗)
входит в кратчайший маршрут, и 0 — если нет. Тогда задача комми-
вояжера может быть записана в виде формул 1–6. Вспомогательные
«непрерывные» переменные 𝑓𝑖𝑗 имеют физический смысл потока, вы-
ходящего из первой вершины полного графа, протекающего через все
вершины, причем в каждой вершине величина входящего потока на
единицу больше, чем величина вытекающего (это давно известный
прием сведения задачи коммивояжера к ЛП).

∑︁
𝑖>𝑗

𝑑𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 → min
𝑥𝑖𝑗 ,𝑓𝑖𝑗

𝑠.𝑡. :(1)

∑︁
𝑗∈𝑉,𝑖>𝑗

𝑥𝑖𝑗 +
∑︁

𝑗∈𝑉,𝑖<𝑗

𝑥𝑗𝑖 = 2, 𝑖 ∈ 𝑉 = {1 : 𝑛}(2)

𝑓𝑖𝑗 ≤
{︂

𝑛, 𝑖 = 1

𝑛− 1, 𝑖 > 1

}︂
·
{︂

𝑥𝑖𝑗 , 𝑖 < 𝑗

𝑥𝑗𝑖, 𝑖 > 𝑗

}︂
, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑉 × 𝑉(3)
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∑︁
𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝑉×𝑉

𝑓𝑖𝑗 −
∑︁

𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝑉×𝑉

𝑓𝑗𝑖 ≤

{︃
𝑛− 1, 𝑖 = 1

−1, 𝑖 > 1
, 𝑖 ∈ 𝑉(4)

∑︁
𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝑉×𝑉

𝑓𝑖𝑗 ≥ 1, 𝑖 ∈ 𝑉(5)

𝑥𝑖𝑗 = {0, 1}(6)

Сделаем ряд замечаний. Задача коммивояжера интерпретирует-
ся как поиск кратчайшего гамильтонового пути обхода точек (горо-
дов) на плоскости с координатами (𝑋𝑖, 𝑌𝑗). Значение 𝑑𝑖𝑗 вычисляется
как расстояние между точками на плоскости. Для экспериментов зна-
чения (𝑋𝑖, 𝑌𝑗) создаются генератором случайных чисел AMPL. После
нахождения оптимального маршрута в AMPL результат можно ви-
зуализировать в формате графического файла в SVG-формате (ри-
сунок 3).

Было замечено, что в задаче коммивояжера, для заметного уско-
рения поиска решения разбиение следует начинать с наименьших рас-
стояний между городами. А именно, числа 𝑑𝑖𝑗 упорядочивались в по-
рядке возрастания их значений: 𝑑𝑖1𝑗1 ≤ 𝑑𝑖2𝑗2 ≤ 𝑑𝑖3𝑗3 ≤ 𝑑𝑖4𝑗4 ≤ 𝑑𝑖5𝑗5 ≤
...

После этого, для фиксации булевых значений, выбирались пер-
вые К элементов в указанной последовательности. В проведенных
экспериментах:
(1) K=2 (четыре подзадачи для N=90);
(2) K=3 (8 подзадач для N=90, 100);
(3) K=4 (16 подзадач для N=80, 90);
(4) K=5 (32 подзадач для N=90);
(5) K=6 (64 подзадачи для N=100);
(6) K=7 (128 подзадач для N=110).

Указанные подзадачи получаются из исходной после фиксаций бу-
левых переменных 𝑥𝑖1𝑗1 , 𝑥𝑖2𝑗2 , 𝑥𝑖3𝑗3 , 𝑥𝑖4𝑗4 , 𝑥𝑖5𝑗5 , ..., 𝑥𝑖𝐾𝑗𝐾 значениями 0
или 1.

2. Сведения о задаче составления расписания (TWS,
Task-Worker-Scheduling)

Рассматривается задача обработки очереди (вычислительных)
заданий набором исполнителей (исполнительных устройств). Огра-
ничимся полностью детерминированной постановкой:
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Рис. 3. Пример оптимального маршрута коммивояжера
для 87 вершин («городов»)

∙ заранее известны трудоемкость всех заданий и время их поста-
новки в очередь;

∙ производительность исполнителей известна и остается неизмен-
ной.

Очередь заданий представлена последовательностью моментов
времени их поступления в очередь планировщика {𝑇𝐾 , 𝑘 = 1 : 𝐾}, где
𝑘 — номер задания (задачи), причем 𝑇𝐾 ≤ 𝑇𝑘+1, т.е. нумерация зада-
ний соответствует порядку их постановки в очередь. В условиях пол-
ной определенности каждое задание характеризуется своей трудоем-
костью 𝜏𝑘, имеющей размерность времени и равной продолжительно-
сти решения задачи некоторым эталонным исполнителем единичной
производительности. С учетом введенных обозначений, очередь зада-
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ний можно моделировать последовательностью 𝐽 = {𝑗𝑘, 𝑘 = 1 : 𝐾},
где 𝑗𝑘 = (𝜏𝑘, 𝑇𝑘).

Множество (пул) исполнителей будем обозначать конечным мно-
жеством 𝑊 = {𝑤𝑛, 𝑛 = 1 : 𝑁}. Для простоты, будем предполагать,
что каждый исполнитель в каждый момент времени может выпол-
нять одно задание из очереди 𝐽 . Кроме того, будем предполагать, что
выполнение задания требует непрерывной работы исполнителя, т.е.
задание не может быть приостановлено, чтобы исполнитель начал об-
рабатывать другую задачу и, затем, продолжено с «точки останова».
Прерванное исполнение нужно будет начать заново.

В условиях полной определенности каждый исполнитель имеет
«безразмерную» производительность 𝑝𝑘, равную отношению продол-
жительности решения им некоторой эталонной задачи (единичной
трудоемкости) ко времени решения той же задачи эталонным испол-
нителем (единичной производительности). В этих обозначениях, про-
должительность выполнения 𝑘-го задания 𝑛-ым исполнителем нахо-
дится по формуле 𝑑𝑘𝑛 = 𝜏𝑘

𝑝𝑛
.

Условия обработки очереди заданий с учетом времени их появле-
ния формулируются в виде системы линейных неравенств с частично-
целочисленными переменными. Приведем только систему ограниче-
ний, на которую затем можно «наложить» различные критерии (мет-
рики) качества работы алгоритма.

Любое расписание обработки очереди заданий может быть одно-
значно задано набором переменных 𝑡𝑘 ∈ 𝑅1, 𝑥𝑘𝑛 = {0, 1}, 𝑘 = 1 : 𝐾,
𝑛 = 1 : 𝑁 , где 𝑡𝑘 — непрерывная переменная, равная времени начала
выполнения 𝑘-го задания; 𝑥𝑘𝑛 — булевая переменная, принимающая
значения {0, 1}, равная 1, если 𝑘-е задание выполняется 𝑛-ым испол-
нителем, и 0 — если другим.

Перечислим линейные неравенства, определяющие допустимые
значения переменных {𝑡𝑘, 𝑥𝑘𝑛}, соответствующих реализуемому рас-
писанию:

(1) 𝑡𝑘 ≥ 𝑇𝑘, 𝑘 = 1 : 𝐾 — задание может начать выполняться только
после появления в очереди;

(2)
∑︀

𝑛=1:𝑁 𝑥𝑘𝑛 ≥ 1, 𝑘 = 1 : 𝐾 — условие выполнения задания хотя
бы одним исполнителем;

(3) 𝑡𝑘+𝑥𝑘𝑛
𝜏𝑘
𝑝𝑛

≤ 𝑡′𝑘+(2−𝑥𝑘𝑛−𝑥𝑘′𝑛)·𝐶, 𝑘, 𝑘′ = 1 : 𝐾, 𝑘 > 𝑘′, 𝑛 = 1 : 𝑁 ,
где 𝐶 — достаточно большая константа, зависящая только от па-
раметров 𝐽 и 𝑊 (как ее определить — см. далее) — обеспечивает
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«непересечение» интервалов времени выполнения заданий, на-
значенных одному исполнителю при условии, что очередность
выполнения заданий (этим одним исполнителем) соответствует
порядку их поступления в «основную» очередь (задания с боль-
шим номером выполняются позже). С одной стороны, это тре-
бование кажется естественным, с другой — от него можно отка-
заться за счет дополнительных булевых переменных.

Покажем, что для любой метрики оценки качества алгоритма,
связанной с «уменьшением» времени обработки очереди заданий,
значение 𝐶 можно выбрать достаточно большим, чтобы указанные
неравенства были бы «несущественными». Т.е. тривиально выполня-
лись, для любого «разумного» расписания. Формальная формули-
ровка звучит так: при поиске оптимальных расписаний можно огра-
ничиться такими значениями переменных 𝑡𝑘, 𝑥𝑘𝑛, для которых нера-
венство 𝑡𝑘+

𝜏𝑘
𝑝𝑛

𝑥𝑘𝑛 ≤ 𝑡𝑘′+𝐶 будет заведомо выполнено.
Заметим, что 𝐶 можно выбрать равным верхней оценке

продолжительности выполнения всех заданий одним исполните-
лем. Ясно, что для этого нужно, чтобы все задания выпол-
нялись самым медленным исполнителем. Обозначим его произ-
водительность 𝑝min=min{𝑝𝑛, 𝑛=1:𝑁}. Также введем обозначение
𝜏max=max{𝜏𝑘, 𝑘=1:𝐾} — для самого трудного задания. Тогда тре-
буемое значение 𝐶 можно получить в результате следующей рекур-
рентной процедуры, состоящей из трех этапов:

𝐶1 := 0;(7)

𝐶𝑘 := max{𝐶 +
𝜏𝑘−1

𝑝min
, 𝑇𝑘}, 𝑘 = 2 : 𝐾;(8)

𝐶 := 𝐶𝑘 +
𝜏max

𝑝min
(9)

(заметим, что справа от оператора :=, в среднем «цикле», стоит ми-
нимально возможное время начала выполнения 𝑘-го задания самым
медленным исполнителем).

Следует заметить, что похожие приемы описания расписаний вы-
полнения работ в форме системы линейных соотношений с булевыми
переменными уже применялись в работах по исследованию операций.
В свою очередь, сами по себе они являются частными случаями т.н.
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дихотомических ограничений, которые упоминаются и в более ран-
них монографиях по дискретному программированию.

Если использовать введенные выше обозначения и формулы, то в
условиях полной определенности минимально возможное время вы-
полнения всех заданий может быть получено в результате решения
следующей задачи линейного программирования с булевыми пере-
менными (значение константы 𝐶 определяется по формулам 7–9):

𝑧 → min
𝑡𝑘,𝑥𝑘𝑛,𝑧

𝑤.𝑟.𝑡.(10)

𝑡𝑘 +
𝜏𝑘
𝑝𝑛

𝑥𝑘𝑛 ≤ 𝑧, 𝑘 = 1 : 𝐾,𝑛 = 1 : 𝑁 ;(11)

𝑡𝑘 ≥ 𝑇𝑘, 𝑘 = 1 : 𝐾;(12)

∑︁
𝑛=1:𝑁

𝑥𝑘𝑛 = 1, 𝑘 = 1 : 𝐾;(13)

𝑡𝑘 +
𝜏𝑘
𝑝𝑛

𝑥𝑘𝑛 ≤ 𝑡𝑘′ + 𝐶 × (2− 𝑥𝑘𝑛 − 𝑥𝑘′𝑛),(14)

𝑘 = 1 : 𝐾, 𝑘 < 𝑘′ ≤ 𝐾,𝑛 = 1 : 𝑁 ;

𝑧, 𝑡𝑘 ∈ 𝑅1, 𝑥𝑘𝑛 = 0, 1, 𝑘 = 1 : 𝐾,𝑛 = 1 : 𝑁(15)

В ходе экспериментов случайным образом варьировалось время
постановки заданий в очередь. После нахождения оптимального рас-
писания результат можно визуализировать в формате графического
файла в SVG-формате (см. рисунок 4). На этом рисунке приведены
характерные значения трудоемкостей заданий (в квадратных скоб-
ках, после номера задания в «цветных» прямоугольниках) и произ-
водительность исполнителей (в квадратных скобках в первой колонке
«серых» прямоугольниках).

Было замечено, что в задаче TWS, для заметного ускорения поис-
ка решения, разбиение следует начинать с переменных 𝑥𝑘𝑤, соответ-
ствующих наименьшим интервалам (продолжительностей) выполне-
ния. А именно, числа 𝑑𝑘,𝑛 = 𝜏𝑘

𝑝𝑛
упорядочивались в порядке возрас-

тания их значений: 𝑑𝑖1,𝑗1 ≤ 𝑑𝑖2,𝑗2 ≤ 𝑑𝑖3,𝑗3 ≤ 𝑑𝑖4,𝑗4 ≤ 𝑑𝑖5,𝑗5 ≤ ...
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Рис. 4. Пример оптимального расписания 19 заданий
для 6 исполнителей

После этого, выбирались первые 𝐾𝑓𝑖𝑥 элементов в указанной по-
следовательности и фиксировались значения соответствующих буле-
вых переменных. В проведенных экспериментах: 𝐾𝑓𝑖𝑥 = 6 (64 подза-
дачи) для 𝑁 = 19, 𝑊 = 6. Указанные подзадачи получаются из ис-
ходной после фиксаций булевых переменных 𝑥𝑖1,𝑗1 , 𝑥𝑖2,𝑗2 , 𝑥𝑖3,𝑗3 , 𝑥𝑖4,𝑗4 ,
𝑥𝑖5,𝑗5 ,..., 𝑥𝑖𝐾 ,𝑗𝐾 значениями 0 и 1. Как и для TSP задачи, выбор 𝐾𝑓𝑖𝑥

переменных порождает 2𝐾𝑓𝑖𝑥 подзадач.

3. Вычислительные эксперименты

Для обоих указанных выше типов задач было получено более чем
двукратное ускорение. С учетом малой стоимости аренды одного яд-
ра в коммерческих облачных инфраструктурах, часто может быть
целесообразно использование большого числа вычислителей даже с
двукратным ускорением. Это делает не столь значимым общепри-
знанный критерий эффективности ускорения, учитывающий число
процессоров, занятых параллельным алгоритмом.

Задача коммивояжера

Вычислительные эксперименты проводились на двух вычисли-
тельных узлах: 8 потоков на 2 x Intel Xeon E5620 @ 2.40 ГГц., 16 Гб.
ОЗУ и 4 потока на Intel Core i7-2600K @ 3.40 ГГц., 8 Гб. ОЗУ. Все-
го системе было доступно 12 потоков. Во всех перечисленных ниже
запусках пакет CBC работал в последовательном режиме (без ис-
пользования встроенной многопоточности). Также в перечисленных
ниже запусках подзадачи распределялись по вычислительным узлам
предельно просто: сначала полностью загружался первый узел (8 по-
токов), а затем второй (4 потока). Освободившийся поток получал
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Таблица 1. Запуск исходной задачи

𝑁 T(CBC), мин. T(SCIP), мин.

80 5,3 1,6
90 20,3 6,0
100 624 1,0
110 >10000 75

Таблица 2. Распределенный запуск

𝑁 Число за-
фикс. 𝑥𝑖𝑗

Число под-
задач

T(CBC),
мин.

T(dCBC),
мин.

80 4 16 5,3 1,9
90 5 32 20,3 11
100 6 64 624 229
110 7 128 >10000 1212

очередное задание из очереди. После исчерпания очереди подзадач
освободившиеся потоки простаивали.

Тесты проводились на задаче о коммивояжере с числом горо-
дов 𝑁 80, 90, 100 и 110. Расстояния между городами сгенерированы
псевдо-случайным образом.

В качестве ориентира было произведено по одному запуску каж-
дой из исходных задач с однопоточным CBC без какого-либо распа-
раллеливания (время T(CBC) в таблице 1), а также по одному запус-
ку с пакетом оптимизации SCIP тоже без распараллеливания (время
T(SCIP) в таблице 1). Из таблицы видно, что на указанных зада-
чах SCIP работает значительно быстрее CBC. Кроме того, во время
тестов было замечено, что многопоточный вариант CBC ведет себя
крайне нестабильно, аварийно завершаясь на задачах с 𝑁 от 100.

Далее было проведено по одному «распределенному» запуску на
указанных выше вычислительных ресурсах, результаты перечислены
в таблице 2. Фиксировались переменные, соответствующие ребрам
наименьшей длины в графе расстояний между городами. Деление на
подзадачи проводилось встроенными средствами языка AMPL. Как
можно видеть, в среднем присутствует более чем двукратное ускоре-
ние.

Также делались однократные «распределенные» запуски, где
размер исходной задачи фиксировался, а варьировалось число фик-
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Таблица 3. Запуски для 𝑁 = 90 и 𝑁 = 100

Фикс. Подз. T(dCBC), мин.

0 1 20,3
2 4 16,0
3 8 4,4
4 16 8,5
5 32 8,6

Фикс. Подз. T(dCBC), мин.

0 1 624
3 8 202
6 64 1627

Таблица 4. Вычислительная инфраструктура для те-
стов применения dSCIP к задаче TWS

Номер
сервера

Число работающих процессов
SCIP и параметры процессора

Продолжительность ре-
шения одним SCIP, мин.

1 8, Intel(R) Core(TM) i7-2600K
CPU @ 3.40GHz

15

2 16, Intel(R) Xeon(R) CPU E5620 @
2.40GHz

23

3
(вирт.)

8, Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620
@ 2.00GHz

37

4
(вирт.)

8, Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620
@ 2.00GHz

37

Всего: 40 процессов Время dSCIP (40): 12

сируемых переменных. Деление на подзадачи производилось сред-
ствами библиотеки солверов AMPL. Результаты представлены в таб-
лице 3. Видно, что время решения в распределенном режиме ощути-
мо зависит от числа подзадач, на которые поделена исходная зада-
ча. Более того, время решения начинает резко возрастать как только
число подзадач становится больше числа доступных вычислительных
ядер.

Задача составления расписания

Первый вычислительный эксперимент проводился для системы
dSCIP, установленной на вычислительной инфраструктуре, представ-
ленной в таблице 4. Здесь первые две машины — «реальные» серве-
ры с многоядерными процессорами, а последние две — виртуальные
(с указанными характеристиками), управляемые при помощи Xen-
Manager.



Ускорение алгоритма ветвей и границ на основе декомпозиции исходной задачи 13

Таким образом, система dSCIP имела в своем распоряжении 40
экземпляров одновременно запущенных процессов SCIP. В последней
колонке указано время решения тестовой задачи одним экземпляром
пакета SCIP. Это значение дает оценку производительности исполь-
зуемых ресурсов.

Все машины работали в одной локальной сети. Объем информа-
ции, пересылаемой в системе dCBC/SCIP невелик: необходимо пе-
редавать подзадачи исполнителям, а также несколько раз разослать
одно числовое значение очередного, найденного одним из процессов,
рекорда целевой функции, что происходит сравнительно редко. На-
пример, работая на инфраструктуре, указанной в таблице 4, в ходе
обработки 64 задач, было разослано 40 рекордных значений целе-
вой функции. Для понимания принципа работы метода МВГ полез-
но отметить, что рекорд, который оказался решением, был найден,
примерно, на 490й секунде работы. Оставшееся время алгоритм «до-
казывал», что найденное допустимое решение — оптимально.

Решение той же задачи, но представленной набором из 64 подза-
дач, подготовленных программой на языке AMPL, заняло 12 минут.
Необходимо отметить значительную неоднородность вычислительной
среды, указанной в таблице 4: производительность многопроцессор-
ных узлов различается более, чем вдвое, а на первых двух серверах
число потоков таково, что задействуется механизм HyperThreading.
Такая неоднородность усложняет оценку ускорения, так как прихо-
дится выбирать, с каким из значений из третьей колонки сравнивать
время распределенного запуска. Если сравнить это время с наимень-
шим значением из третьей колонки таблицы, то мы получаем менее
25% ускорения (при использовании 40 одновременно работающих па-
кетов SCIP) по сравнению с тем временем, что уходит на решение
MILP задачи целиком одним экземпляром алгоритма МВГ. С другой
стороны, вероятно, лучше сравнивать с некоторой средней произво-
дительностью по собранному кластеру.

Чтобы исключить влияние вычислительной неоднородности на
возможности исследуемого подхода следующий эксперимент прово-
дился в полностью виртуальной среде из двух 20-ти процессорных
серверов, заказанных в коммерческой облачной инфраструктуре: 2 x
(20-cores KVM Intel Xeon @ 2.4Ghz). Для проведения эксперимента
был создан образ виртуальной машины Linux Ubuntu 12.04 с установ-
ленным компонентами dCBC/SCIP. Таким образом, исходная задача,
декомпозированная на 64 подзадачи, решалась 40 экземплярами па-
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Рис. 5. Результаты dSCIP для задачи TWS в однородной
вычислительной среде

кета SCIP. Наглядное представление результатов приведено на ри-
сунке 5.

Верхняя горизонтальная линия, с надписью «исходная задача,
1xSCIP» показывает продолжительность решения исходной задачи
одним экземпляром пакета SCIP (около 25 мин. или 1500 сек.). Ниж-
няя линия «(64 подзадачи => SCIP . . . )» показывает, что при па-
раллельной обработке 40 процессами с обменом рекордами в системе
dSCIP было получено почти двойное сокращение времени поиска ре-
шения (точнее, 12 минут, как и при первом запуске). Заметим, что
мы, пока, оцениваем не эффективность распараллеливания, а только
ускорение (т.е. не учитываем объем привлеченной вычислительной
мощности). Учитывая постоянно снижающуюся стоимость вычисли-
тельных устройств, первоочередное внимание следует уделять их эф-
фективному использованию, с целью добиться повышения произво-
дительности.

На том же рисунке вертикальные столбики обозначают продол-
жительность независимого решения каждой из 64 подзадач одним из
процессоров указанных виртуальных машин без обмена значениями
рекордов. Видно, что если бы даже в нашем распоряжении было 64
одновременно работающих пакетов SCIP, то решение всех подзадач
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без обмена рекордами заняло бы больше времени (чуть более 2000
сек., на 44-й задаче), чем решение исходной «полноразмерной» за-
дачи TWS. Возможно, было бы полезно внести в систему средства
равномерного распределения вычислительной мощности по всем со-
зданным подзадачам. Например, периодически приостанавливать об-
работку отдельных подзадач, чтобы продолжить обработку осталь-
ных.

4. Заключение

Предложенный подход представляется одним из простейших спо-
собов получить заметный эффект ускорения работы алгоритма вет-
вей и границ в многопроцессорной вычислительной среде. Для его
программной реализации нужно лишь реализовать обмен (рассылку
и доставку) сообщениями о рекордных значениях целевой функции,
обнаруженных параллельно работающими пакетами дискретной оп-
тимизации, между процессами, в которых работают эти пакеты. Для
пакетов с открытым кодом это возможно реализовать программно
посредством использования известного интерфейса прикладного про-
граммирования и той или иной системы обмена сообщениями.

Как показали предварительные исследования, эффективность
предложенного подхода существенно зависит от выбранной схемы
предварительной декомпозиции исходной задачи на подзадачи. А
именно, здесь удобно использовать тот или иной высокоуровневый
язык оптимизационного моделирования (мы использовали AMPL [5],
но аналогичные возможности предоставляют и иные языки, напри-
мер, GAMS или Mosel [6]). Применение таких языков и соответству-
ющих трансляторов как для записи исходных данных (параметров,
переменных, ограничений и целевой функции), так и для эвристиче-
ского анализа параметров при генерации подзадач в форме, которую
можно непосредственно передать на вход пакетам. Например, для
AMPL и GAMS такой формой являются т.н. «стаб-файлы» (stubs),
содержащие всю информацию об «экземпляре» задачи.

Предлагаемый подход имеет естественные границы применения.
Например, экспоненциальный рост числа подзадач при увеличении
числа «фиксируемых» переменных. Более того, упоминаемые «эври-
стические правила» декомпозиции предполагают некоторый нефор-
мальный анализ исходного класса задач.
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Тем не менее, обнаруженное нами, на двух примерах известных
задач, заметное ускорение за счет «простого» увеличения числа па-
раллельно работающих пакетов оптимизации выглядит как один из
возможных ответов на вопрос поставленный в работе [7].
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